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   This paper proposes an efficient method for estimating natural frequencies of roll-tensioned 
disks. In addition, initial stress stiffness matrices necessary for calculating natural frequencies are 
efficiently estimated. The proposed method based on SDM (Structural Dynamics Modification) 
technique estimates the natural frequencies after roll-tensioning from the natural frequencies and 
mode shapes before roll-tensioning and initial stress stiffness matrices by roll-tensioning. The 
examples show that when small rolling load is applied, a one-dimensional eigenvalue problem 
produces the accurate  estimation_ When the estimation errors by the one-dimensional eigenvalue 
problem are large, the coupled eigenvalue problem must be solved. In this case, a small-sized 
eigenvalue problem is sufficient because the mode shapes after roll-tensioning are expressed by the 
mode shapes before roll-tensioning with the same number of nodal diameters and the different 
number of nodal circles.
KeyWards:ModalAnalysis,FiniteElementMethod,EigenvalueAnalysis,Disk,Roll-Tensioning
1.緒 言
丸のこは木材 の切断加工 に広 く用 い られ てい るが,
高速回転で使用す ると横ぶれ振動を起 こしやす く,問
題 となっている.そ の対策 として,ロ ーラで丸のこを
局所 的に圧延 し,引 張残留応力 を与えることで固有振
動数 を高 くしてお く,ロ ー ラ腰入れ と呼ばれ る処理が
り
行われ る.そ の腰入れ条件の決定は経験的要素が強 く,
理論的検討が望まれている.
ロー ラ腰入れ に関する研究 と して,木 村 らωは腰入
れ され た円板 の残留応力を求め,実 験結果 と比較 して
いる.Schaferら(2)と岩 田ら(3)は残留応力だけでな く,
腰 入れ された円板の固有振動数 も求めてい る.し か し,
これ らの研究は丸の こを一様厚 さの 円板 とした理論解
析 法である.実 際の丸の こは外周部にチ ップやス リッ
トがあ り,そ れ らをモデル化す る上で理論解析 法には
限界がある.そ こで著者 らは,解 析にチ ップやス リッ
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トのモデル化が可能な有限要素法 の適用 を試み た(4).
しか し.有 限要素法解析 では腰入れ条件 を変更するた
びに固有値解析 が必要で,最 適な腰入れ条件 を決 める
ための計算負荷 が大 きい.そ こで前報(5)では,腰 入れ
条件が変更 された ときの固有振動数 を固有値解析 な し
で推定す る方法を提案 した.し か し,計 算負荷 の原因
は固有値解析だけではな く,腰 入れ による応力分布 の
解析 も問題 となる.さ らに,前 報の方法 では腰 入れ条
件に よって は推定誤差が大きくなる場合 があ り,改 善
の余地がある.
本報 では,前 報の方法を発展 させ,腰 入れ条件が変
更 され たときの固有振動数 を簡易に精度 よく推定す る
方法 を提案する。 さらに,固 有振動数の算 定に必要な
初期応力剛性行列を簡易に推定す る方法を示す.基 礎
的な検討 として丸のこを一様厚 さの円板 として扱い,
腰入れ条件 を変 えたときの固有振動数 を提案す る方法
で推定す る.そ の結果 を有限要素法解析で得 られた 固
有振動数 と比較することで,提 案方法の有効性を検証
す る.`
2.ロ ー ラ 腰 入 れ







































に配置 した二つの ロー ラで,一 定 円周上を一定幅だけ
圧延 する.こ の圧延で丸のこは局所的な塑性変形を受
け,図2の よ うに圧延部分 には圧縮残留応力が,そ の
両側 には引張残留応力が生 じる.引 張応力は曲げ剛性
を高 くす るので横 方向のたわみ振動の固有振動数 が上
昇 し,丸 のこの回転時の動的安定性 が高まる,た だ し,
腰入れに より圧縮 残留応力も生 じるために,全 体の応
力分布に より振動特性が改善 されない場合 があるので,
適正な腰入れ条件を知ることが重要 となる.
3.解 析 方 法






行列 と剛性行列 で,{u}と{∫}はそれぞれ腰 入れ後の
変位 と外力のベ ク トルである.[K(σ)1は腰 入れによる
剛性の変化分 を表 した もので,一 般には初 期応力剛性











ここで,σ 、とQyは それ ぞれ 要 素座 標 系 にお け るx方
向,ア 方 向 の垂 直 応 力,τ 矧はせ ん断 応 力 で あ る.ま
た,[Bd】は要 素節 点変位 と変位 勾 配 を関係 づ ける行 列
で ある.
ロー ラ腰 入れ に よる応 力 の解 析 に は,前 報 と同様 に
文献(1)の方 法 を用 い る.す なわ ち,圧 延 に よ る塑 性
変 形 で生 じる応 力 分布 と同 じ応 力 分布 を生 じさせ る と
想 定 され る熱荷 重 を与 え,熱 応 力解 析 で応 力 を求 める.




ここで,T(r)は半径rの 位 置での温度,Aは 最大温
度,rは 温度分布 中心位置,Sは 温度分布 の標準偏差
である.る は実際の圧延位置 と直接対応す るが,Aと
腰入れ作業 のローラ圧力J圧 延回数,5と 圧延幅の関.
係は実験的に決定する必要がある,
解析方法の妥 当性に関 して,木 村 らは解析結果 を残
留応力の測定結果 と比較 し,円 板が座屈す るまでの圧
延の範囲でほ,式(3)が有効 に使 えることを示 してい
る(1).また,最 大温度Aと ローラ圧力,圧 延回数の間
には対応関係があることを明 らか に しω,Aと 圧延に
よる円板の厚み減少量の関係 を実験的 に求めてい るσ).
ところで,実 際の丸の こは高速回転 で使 用 され るの
で,遠 心力の影響は無視できない。そこで,本 報では
腰入れ と伴に遠心力の影響 も考 える.有 限要素法解析
では,遠 心力の影響 も腰入れ の場合 と同様 に初期応力
剛性行列で表す.す なわち,遠 心力を外力 とす る応力
解析 を行い,遠 心力による応力 を求め,腰 入れの場合
と同様 に式(2)で要素 ごとの初期応 力剛性行 列を算定
す る.遠 心 力に よる円板 全体 の初期応力剛性 行列 を




既知 となれば,腰 入れ され た円板 があるR転 数で使 用






ここで,∂ ㎜ と{φ㎜}はそれぞれ節 円数mで 節直径数
nの 腰入れあるいは遠心力を考慮 した ときの固有角振
動数 と固有モー ドである.
適正な腰入れ条件を決 めるためには,使 用回転数 を
定め,腰 入れ条件 を変化 させて固有振動数の変化を知
る必要がある.し か し,腰 入れ条件や 回転数 を変更す
の
るたびに応力解析 と固有値解析 が必要で,計 算負荷が
多大である.そ こで,簡 易に初期応力剛性行列 と固有
振動数を推定する方法 を提案する,
3・3初期応 力剛性 行列の簡 易推 定法 腰入れに
よる圧延が1枚 の円板に対 して複数の円周上で行われ
る場合で も,容 易 に初期応力剛性行列が推定できる方
法を提案する.
本報では,前 述 のよ うに応力の解析方法 として圧延
に よる応力分布 と同 じ応 力分布を生 じさせ ると想定 さ
れる熱荷重を与え,線 形の熱応 力解析で応力を求める.
その場合,円 板を線形構造 と仮定す ると,複 数 の圧延
位 置において圧延 された円板の応 力は,.それぞれの圧
延で生 じる応力の線形和で求 まる.し たがって,複 数
の圧延位置において圧延 された円板の初期応力剛性行





ここで,Q)】 は1番 目の圧延 位 置 だけ を圧延 した と
き の初期 応 力剛性 行 列,α,は1番 目の圧 延位 置 にお け
る腰 入 れ 最 大温 度`4attura,と初 期 的 に 与 えた 最 大 温 度








力剛性行列で,β は使用回転数 Ω。伽 ∬と初期的に与え
た回転数initialとの比である.




である。すなわち,腰 入れ された円板の固有モー ドは
腰入れ前の円板の固有モー ドの線形和で表 わす ことが
できると考 え,物 理座標の固有値 問題(式(5))をモ
ー ド座標の固有値 問題 に変換する,た だ し,腰 入れ前
の固有モー ドを多 く用いるとモー ド座標に変換 した方
程式の 自由度 が大きいままで,大 幅な計算負荷の低減
が望 めない.そ こで,自 由度 を減 らし,少 ない計算負
荷で固有振動数の推定を可能 とす る方法を提案する.
本報で丸のこのモデル として扱 う一様厚 さの 円板 の
場合,内 周固定,外 周 自由の境界条件 で振動解析す る
と,横 方 向のたわみ振動の固有モー ドは円板 の中心 を
原 点 とした極座標(r,θ)において,一 般的に次式で表
すことができる(9).
φ㎜(Y,θ)=R㎜(r)cos(n8) (10)
ここで,mとnは それぞれ節 円数 と節 直径数で,
COS(n9)は円周方向のモー ドの変化を表わす.ま た,
R吻(r)は半径方 向のモー ドの変化で,4種 類のべ ッセ




R㎜(r)=オ ㎜ 」。(air)+β㎜ γ。(a　U,r)
.(11)
+c㎜ ノ"(α㎜7)+D剛 κ"(a,,,,,r)'
ここで,J.とYnは第1種 と第2種 の 〃次ベ ッセル関
数で,1.とK.は第1種 と第2種 の 〃次の変形ベ ッセ
ル関数である.ま た,α 脳 とべ ッセル関数 に掛かる係
数A,β 励,C㎝,D㎜ は円板 の材質,寸 法および
境界条件か ら求まる.
式(10)にお い て,円 周 方 向 の モ ー ドの 変 化 が
COS(n8)で表 わせるので,円 板の場合,〃 が異なるモ
ー ド間では直交性 が成 り立つ.と ころで,ロ ーラ腰入
れでは2章 で説 明したように同一 円周上を一定幅だけ
圧延する.こ の場合,応 力分布は軸対称になるので,
腰入れ後の円板の剛性分布 は半径方向には変化 するが
円周方向に関 しては腰入れ前 と同様 に一定になる.し
たがって,腰 入れ後の固有モー ドも式(10)と同 じ形式
で表すことができると考 えられ る.た だ し,半 径方向
のモー ドの変化 は腰 入れ前 のR㎜(r)とは異な る。腰
入れ後の固有モー ドの円周方向の変化が式(10)のよう
にCOS(ne)で表わせるな ら,腰 入れ前後の固有モー ド
問においてもnが 異なるモー ド間では直交性が成 り立
つ ことになる。 このことは,腰 入れ後の固有モー ドを
表すために腰入れ前の多くのモー ドを用いる必要はな




数 〃1が異なるモー ドだけを用いればよい ことを意味す








行列,{ξ}は各モー ドの重みを要素 とす るベ ク トルで
ある.
実際の丸の こは外周部にチ ップやス リッ トを有す る.
しか し,チ ップやス リッ トを一様厚 さの円板の外周に
分布 する付加質量 と仮定す ると,チ ップやス リッ トを
有する円板 でも式(10)で固有モー ドを表わす ご'とがで
きる(i°).一方,腰 入れによる応力分布はスリッ トがあ
るために軸対称 とはな らないので,腰 入れ後の固有モ
ー ドは式(10)で表すことができない.し か し,応 力分
布は周期対称性 を有するのでz腰 入れ後の固有モー ド
もある周期 関数で表すことができるはずである.そ の
場合,腰 入れ前後の固有モー ド間においてもnが 異な
るモー ド間では直交性 に近い関係が期待 できる,そ こ
で,外 周部にス リッ トを有する場合で も式(12)の関係
を用い る.な お,有 限要素法解析では外周部のチ ップ
や ス リッ トをモデル化できるので,理 論解析法のよ う
にチ ップやス リッ トを付加質量 として考慮する必要 は
ない.ま た,遠 心力の影響 に関 して も上述の考 え方が
当てはまる と考 えられ る.
式(12)を式(5)に代入 し前か ら[Φ】rを掛けると,モ
































mrn)={φ㎜}ア 【κ 締 ム,}{φ胡}
(16)
なお,ω ㎜は節 円数mで 節 直径数 〃の腰入れ前の固有
角振動数で1{φ胤}と{φ用}はそれぞれ節直径数nで 節
円数 〃1とrの腰入れ前の固有モー ドである.
式(14)は節直径7'ご とに整理 された小 自由度の固
有値問題である.あ らか じめ有限要素法解析で腰入れ
前の 円板の振動解析 と初期的に与えた条件 で応力解析
を行 い(a)mr≫とん禽 をデータベース化 してお けば,腰
入れ条件や使用回転数が変更 された ときの 固有振動数
は有限要素法解析な しで推定できる.さ らに,式(14)
が3自 由度以下の固有値問題な ら解析的に解 くこ とが
でき,2自 由度以下な ら電卓程度の計算能力で十分に
計算が可能である.
なお,前 報(5)では腰入れ前後で固有モー ドに変化 が









提案 した小 自由度の固有値 問題 を用いる方法の有効
性 を確かめるために,式(14)と式(17)で腰入れ あるい
は遠 心力を考慮 したときの円板の固有振動数 を推定 し,
有限要素法解析(FEM)で得 られた結果 と比較する.
解 析 に 用 い た 円板 の形 状 は 外径255mm,内 径
25.4mm,板厚1.35mmで,材 料 特性 は ヤ ン グ率
E=206GPa,ボア ソン比v=0.3,密度p=7850kg/m3,
線膨張係数 α=1.1×105℃1である.熱 応力解析 と振
動解析 には有限要素法解析 プログラム(ANSYS)を用
いた.要 素分割は半径方向に45分 割,円 周方向に48
分割で,要 素 は四辺形 シェル要素 を用いた.境 界条件
は,腰 入れの場合 は内周,外 周 とも自由,遠 心力 を考
慮する場合の応力解析 と固有振動数 を求める固有値解
析 では,フ ラ ン ジで固定 され る場 合 を想 定 し直径
50mmの位置を固定,外 周 自由とした.





5つ のモー ドが現れる.そ こで,推 定精度の検討はこ
の5つ のモー ドに関 して行 う.最初 に,1自 由度固有
値問題の適用限界について検討す る.次 に,1自 由度
固有値問題 では推定精度が悪 くなる腰入れ条件にっい
て,式(14)を2つのモー ドで構成 した2自 由度固有値




箇所 とし,圧 延量すなわち最大温度 を0℃ か ら500℃
まで50℃間隔で変化 させた.熱 応力解析はA=100℃
において1度 だけ行い,他 の温度の初期応力剛性行列
はA=100℃での値か ら式(6)で推 定 した,図3(a)に
FEM解 析で得 られた固有振動数 を,図3(b)に式(17)
を用いた場合の推定誤差を示す.
固有振動数は最大温度 の増加 とともに各モー ドとも




に もかかわ らずA=300℃ にお いて も0.5%以下 で ある.
一方 ,n=0,1の 場 合,.4=150℃ま で は誤 差 が小 さい
が そ れ 以 上 で は 大 き く,特 に 〃=0に つ い て はA=
300℃で誤差 が10%近 くに なって い る.な お,図3は
圧 延 位置r、=50mmの 結 果 で あ り,圧 延 位 置 に よっ て
はnニ2,3,4と ηニ0,1の 傾 向 が逆 にな る場 合 があ る.
したが って,1自 由度 固有値 問題 の適 用 は圧延 量 が小
さい 場合 に限 られ る とい え る.
4・1・2回転 数 の 影 響 円板 の回 転数 Ω をOrpm
か ら6000rpmまで1000rpm間隔 で変化 させ た.こ こ
で は 腰 入 れ は 考 慮 し て い な い.応 力 解 析 は Ω=
1000rpmにおい て1度 だ け行 い,他 の回転数 の初期応
力 剛性 行列 は Ω ニ1000rpmでの値 か ら式(8)で推 定 し
た.図4(a)にFEM解 析 で得 られた 固有振 動数 を,図
4(b)に式(17)を用 いた場合 の 推定誤 差 を示 す,
固有 振動 数 は回 転数 の増 加 と ともに各 モー ドとも単
調 に増加 し,Ω=6000rpmで は Ω=Orpmの ときに 比
べ てn=0で37% ,n=1で55%,n=2で56%,n=3で
27%,〃=4で15%の 増加 であ る.推 定誤 差 は固有 振
振 動 数が 大 き く変 化 してい る に もかか わ らずす べて の




































































性 の増加 は局所的な ものではなく円板全体に渡る.そ
の結果 遠心力による固有モー ドの変化 は小 さく,式
(17>でも精度 よく固有振動数が推定で きたと考 えられ
る.そ こで,遠 心力による固有モー ドの変化が小 さい
ことを確認 す るために,例 として,SZ=GOOOrpmと
Orpmの固有モー ドを比較 した..図5に 節直径数nご
との固有モー ドの差 を示す,固 有モー ドの差は,各 モ




は差の最大値 である。図において,固 有モー ドが最大
成分が1と なるよ うに正規化 されていることを考えれ
ば,各 モー ドとも固有モー ドの相違 は小 さいことがわ
かる.し たが って,遠 心力による固有モー ドの変化 は
小 さく,遠 心力の影響 を検討するだけな ら1自 由度固
有値問題(式(17))で十分である といえる.
4・22自 由度固有値問題の適用1自 由度固有
値問題では推定誤差が悪 くなる場合 について2自 由度
固有値問題を適用 し,2自 由度固有値問題の有効性 に
ついて検討する.
4・2・1スリッ トな し円板の場 合 ス リッ トのな
い1枚 の円板に対 して複数の円周上で異なる圧延荷重
で圧延が行われる場合を想定 し,表1に 示す9箇 所
の圧延位置に対 して3通 りの組み合わせの荷重を与 え
た.Caselは同 じ圧延 を9箇 所に行った場合,Case2
は圧延位置70mmを頂点 とす る三角形の分布 になるよ
うに圧延を行った場合,Case3は円板 の外周 よりの6
















最初に,1自 由度固有値 問題(式(17))を適用 した.
表2にFEM解 析で得 られた固有振動数を,図6に 式
(17)を用し.・た場合の推定誤差 を示す.固 有振動数の変






誤差が大きくなってい る.こ の ことより,Caselと
Case2のように固有振動数の変化の傾 向が似ている場
合には,推 定誤差 の大きさは固有振動数 の変化の大 き
さに対応 しているよ うであ るが,一 般 には固有振動数
の変化の大きさと推定誤差の大きさは直接 に対応す る
わけではないことがわかる.し たが って,複 数 の位置
で圧延が行われ る腰入れの場合,式(17)では固有振動
数の変化 がそれほ ど大きくない場合 でも推定誤差が大
き くな るこ とがあ るので,1自 由度 固有値 問題(式
(17))の適用は困難 であるといえる.そ こで,2自 由
度固有値問題(式(14))を適用 した.使 用 した腰入れ
前のモー ドは節直径数 〃ごとに節 円数 〃1=0,1の2っ
のモー ドとした.図7に 推定誤差を示す.図7を 図6
の1自 由度固有値問題の結果 と比較 すると,す べての
場合に推定誤差が大幅に小 さくなっている ことがわか
る.も ともと推定誤差が小 さい場合 を除いては推定誤
差が1/10ぐらい まで減少 している.さ らに図7の 場
合,誤 差は最大でも 〃=0におけるCase2の1.59%で
















































































































































4・2・2スリッ トあ り円板 の場合 最後に,外 周
部にス リッ トを持つ円板を取 り上げた.ス リッ トは,
外周か ら20mmの長 さで90度 ごとに4箇 所 とした.
圧延 はス リッ トな しの場合 と同様 に複数 の円周上で行
われ る場合 を想定 し,位 置50mmか ら90mmま での
5箇所 とし,荷重 は5箇 所 ともA=100℃とした.
表3にFEM解 析で得 られた固有振動数を示す.4
個 のス リッ トを有す る円板の場合,節 直径の両側がち
ょうどス リッ ト上に くる場合 と45度 ずれて節直径の
両側がス リッ トとス リッ トの間にくる場合では固有振
動数が異なる.そ こで,節 直径がス リッ ト上の場合に




図8に1自 由度固有値問題 と2自 由度固有値問題を
適用 した ときの推定誤差の比較を示す。なお,2自 由



















モー ドとして節直径数nご とに節 円数m=0,1の2っ
のモー ドを用いた.1自 由度 固有値 問題 の場合,n=0
の誤差が20%以上と大き く,他 のモー ドでも1%以 上
の誤差を有 していることがわかる。一方,コ 自由度固
有値問題の場合 は,誤 差は最大でも 〃;2sのLO%で,
いずれ も1自 由度固有値問題の場合に比べて小さくな
っている.し たがって,外 周部 にス リッFを 有する円
板においても,実 用的には節直径数 〃ごとに整理 した
節円m=0,1の2つ のモー ドで構成 される2自 由度
固有値問題で,腰 入れ後の固有振動数 を推 定す ること
が十分に可能だと思われる.
5.結 言
本報では,有 限要素法解析で ロー ラ腰入れ された円
板 の振動解析 を行 う際に,腰 入れ条件が変更 されたと
きの固有振動数を簡易に精度 よく推定する方法 を提案
した.提 案 した方 法は,SDM(StructuralDynamic
Modification)技術 を基礎 とし,腰 入れ後の固有振動
数 を腰入れ前の円板 の振動特性 と腰入れに よる初期応
力剛性行列か ら推定す る.さ らに本報では,固 有振動
数の算定に必要な初期応力剛性行列を,初 期条件で得
られた初期応 力剛性行列か ら簡易に推 定する方法も示
した.な お,初 期応力剛性行列 として ローラ腰入れに





数値例において,提 案 した方法の有効性 を検討 した
結果,以 下の ことが明 らかになった。
(1)腰入れ において圧延 量が小 さい場合お よび遠 心
力の影響だけを検討す る場合 には,1自 由度固有値問
題(式(17))で十分に固有振動数が推定可能である.
(2)1自由度固有値 問題で推定誤差が大きい ときには
多 自由度の固有値問題 を解 く必要がある.そ の場合,
小 自由度の固有値問題(式(14))で十分に精度 よく腰
入れ 後の固有振動数が推定 できる,こ れは,腰 入れ後
の固有モー ドは腰入れ前の固有モー ドの内,同 じ節 直








(3)岩 田 弘 ・吉 田 靖 夫,機 論,58-547,C(1992),
684-689.
(4)鞍 谷 文 保 ・ ほ か3名,機 構 論,No.96-5,
1B(1996-8),475-478.
(5)鞍 谷 文 保 ・ほ か3名,機 論,65-631,C(1999),
857-863.
(6)鷲 津 久 一 郎 ・ほ か4名 編,有 限 要 素 法 ハ ン ド ブ
ッ ク 応 用 編,(1983),128,培 風 館.




(9)谷 口 修 編,振 動 工 学 ハ ン ド ブ ッ ク,(1981),
103,養 賢 堂.
(10)松 久 寛 ・佐 藤 進,機 論,51-461,C(1985),35-
41.
(1)木 村 志 郎 ・ 安 藤 峰 雪,木 材 学 会 誌,20-5,
(1974),19b-204.
一15一
N工工一ElectrOnlcLibraryService
